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§ L. -- Introduzione.

Lu presente Nota & dedicatun allo studio del comportamento
delle trasformazioni analitiche regolari tra due piani 7 e n’' nel-
Iintorno di ordine qualunque di un puanto O di © che sia semplice
per la curva jacobiana, con particolare riguardo al caso eremoniano.

Precisamente 8i esprimono anzitutto in due modi diversi le
condizioni necessarie e sufficienti affinché una trasformazione 7'
sia approssimabile fine ad un ordine a prefissatea da una trasfor-
mazione cremoniana, nell’intorno di un panto O cosiffatto (§ IL). In
particolare poi si earatterizzano ls trasformazioni che sono appros-
simabili sremonianamente fino ad un ordine qualunque (§ 111). Infiue
si studia il comportamento di una trasformazione che sia appros-
gimabile cremonianamente fino ad un ordine n e non oltre, dimo-
strando in particolare che essa & approssimabile fino ad un ordine
n -4 m comunque grande dg wmia trasformazione razionale di indiei
(1, n42) (§§ 1V € V). :

Tra gli Autori che si sono occupati dell’argomento ricordiamo
in modo particolare E. BoMPIAN! (!) che ha iniziato lo studio delle
corrispondenze tra due piani ® e w -nell’intorno dei punti della
jacobiana (appartenente a w) dal paunto di vista della Geometria
proiettiva differenzinle ¢ M. VILLA (*) che ha assegnato le condi-
zioni necessarie e sufficienti affinch® una trasformazione, nell’in-
torno di un tale panto, sia approssimabile eremonianamente fino
all'ordine 2.

() Cfr. E. Bompiani, Corrispondenza puntuale fra piant proiettivi;
ezame delle jacobiane, « Atti Acc. d'Italia», Vol. 140, Fasc. 2.

() Cfr. M. ViLLa, Sulle trasformaszioni puntfuali in una coppia a
Jacobiano nulle nel caso cremoniano, «Rend. Lincei», (8) Vol. 20, (1947).

M. ViLLa e G. Vaona, Sul caso eremoniano delle trasformasioni pun-
tuali tra due piani o spazii, « Boll, UMIL», Serie III, Anno V, (1950).
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Qui ei varremo sostanzialmente del teorema in base al quale
ogni trasformazione puntuale regolare tra dne piani = e «n’, nell’in-
torno di nna coppia di punti corrispondenti O ed ¢ che sia uns
coppia di regolaritd, & approssimabile cremonianamente fino ad un
ordine n gualunque preflssato (3).

Ora poichd qnesto teoremsa ha validitd anche per le trasforma-
zioni che intercedono fra i due spazii 8, ed 8, aventi un numero
qualonque » di dimensioni (!), avvertiamo che sarebbe facile dare
di molti risnltati qui eonseguiti una formulnzione che sia valida
per tali spazii. Tottavia, rimettendo ad altra occasione la genera-
lizzazione in questo senso dei risaltati presenti, abbiamo preferito
approfondire lo studio del caso piano, affinchd il superamento delle
sostanziali difleoltd ohe qui si presentano possa servire per effet-
tivi progressi nelle ricerche sullo stesso argomento o su argomenti
analoghi.

§ II. — Condizioni di approssimabilitéd cremoniana fino ad un dato
ordine.

Sia dunque 7 una trasformazione analitica tra due piani: =
riferito a coordinate eartesimae x, y & =’ riferito a coordinate car-
tesiane a’, y'. Soelte le origini O ed O’ delle coordinate nei dne
piani in due punti corrispondenti, popiammo che le coordinate di
un punto P’ dell’intormo di 0O’ siano funzioni regoluri di quelle
di P nell’intorno di O. Allora le espressioni d¢i 7' daranno #', ¢’
mediante serie di potenze intere e positive delle variabili @, ¥ con-
vergenti in un opportuno intorno dei valori =y — 0, e pertanto
avranuo ln forma

(@ =3 an xty*
? Yy =X ba 2 y*

In tutta la presente trattazione supporremo che O sia un punto
gemplice della ocurva jacobiana di 7', ciod della curva J chie si

T

I

i+Ek>0

(®) Cfr. B. SEGRE, Corrispondenze analitiche e irasformazioni cremo-
niane, « Annali di Matem.», Serie 1V, vol. 28°

C. F. MaNARA, Approssimasione delle Irasformaszioni puntuali rego-
lari mediante trasformaszioni cremoniane, « Rend. Lincei», Serie VII,
volume 8°. ’

(4) Cfr. C. F. MaNARA, loe. eif. in (9).
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rappresenta uguagliando a zero il determinante jacobiano delle
funzioui x’ ed ¥’ rispetto alle variabili z, y

_Ya,y)
J——*% d(a’:y' =0

determinante che supporremo non identicamente nulio, come av-
viene se 7T & genericamente invertibile.

Allora & noto (*) che econ scelta opportuna dei riferimenti nei
piani = e ©" le equazioni della T possono essere poste nella forma

o =a 4 anat+anaoy + acy®+ (3]
'y’ = bgoﬂ2+ bllwy+b02y2+[3]

dove, come al solito, qui e nel seguito conveniamo di indicare col
gsimbolo [n] una serie di potenze intere e positive i cui termini
hanno grado (complessivo) non minore di =n.

Operiamo ora nel piano = la trasformazione regolare e biuni-
vocamente invertibile nell’intorno dei valori ¢ =y =:0

\m = + aw 2’ +anvy + any® + [3]
| B ‘yl — y

Allora la T si presenta come prodotto della E, e di una trasforma-
zione T, avente la forma analitica

s

- TIE;E,:
by

v

o 22+ on @1 Y1 + oo n* + (3]

Le note proprietd elementari dei determinanti jacobiani assi-
curano che O rimane punto semplice per la jacobiana della trasfor-
mazione 7, dats dalla (1), jucobiana che, nelle variabili z,, y,, ®
rappresentata dall’equazione molto semplice '

-

Oi dispenseremo in seguito dal ripetere le ovvie e fondamentali
osservazioni analoghe a questa ogui volta che c¢i capitera di ope-
rare snl piano wm delle trasformazioni regolari e biunivocamente
invertibili nell’intorno di O, trasforwazioni che diremo brevemente
regolari e binnivoche in O. -

-(3) Cfr. M. ViLea e G. Vaona nel secondo dei lavori citati in (2).
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Suggiste ora il

LEMMA 1. — La T & approssimabile cremonianamente fino
all’ordine # quando la T, & esprimibile come prodotto di una tra-
sformazione regolare e biunivoca R,

®: = @y (21, Y1)
Yo = Yy (&, 1))

e di una trasformazione U, avente la forma canonica

,R,E

& = x,
Y =29 +[n+1)

Ed infatti 1a trasformazione R data dal prodotto delle due
regolari e biunivoche 2, ed R, -

R =R, .R,

U, =

3 ancora regolare e ULiuniveca e pertanto d approssimabile fino
all’ordine n da una trasformazione cremoniana H, St dica ora K
la trasformmazione ceremoniana
s = 3,
=& Y
I allora chiaro che la' trasformazione ecremoniana data dal
prodotto H - K approssima la 7 fino all’ordine n.

Supponiamo ora che nella espressione apalitica della 7, data

dalle (1) si abbia
6, =0 perogni i<n

Allorg 1a T, acquista la forma particolare U, data da
j2 ==
'y ==,.B (zy ) + 9 Q(w)

dove Q & una funzione regolare di y, ¢ B ana funzione pure rego-
lare delle variabili x,, y, che soddisfa alla condizione fondamentale

. aB) |
(ayl -‘51'—‘1!1“0:,: 0

necessaria perchs la carva jacobiana della trasformazione abbia in
O un punto semplice, come abbiamo espressamente supposto. Questa
condizione assicnra che la trasformazione v definita dalle formule
seguenti '

z, = x,

(Y. = B (2, 4,)

T =
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& regolare e biunivoca insieme con la sua inversa
| B =

a—
)\y] =G (2, ¥,)

Pertanto T 8i presenta come prodotto della B, v e della trasforma-
zione

’,

€T = &y .
YV =2, 9+ 0 (2,,9,)(0(2y, %) " =2 4 + [0 +1)

dove ©® & una funzione delle due variabili x,, y, regolare per
%, = y, = 0. Quindi la trasformaziene = sopra definita moltiplicata
per una trasformazione uveute la forma canonica U, da la T; pos-
sintno pertanto enunciare il

LEMMA (I. — La 7 & approssimabile cremonianamente fino
all’ordine »n 8e nella espressione analitica della trasformazione T
gono verificate le condizioni

te =0 per i<mn

Invero abbiamo visto che la T pud essere espressa come pro-
dotto di una trasformazione regolare e biunivoca e di una secounda
avente la forma canonica U,, ed allora la conclusione segue in forza
del Lemwmu I

Assumiamo ora nel piano =’ come infinitesimo principale la
distanza dall’origive di un punto ebe corrisponde ad un punto ge-
nerico di = il quale sta nell’intorno di primo ordine di 0, e sia
E, un elemento lineare di carva in n per O.

Posginmo dire brevemente che «la 7 fa corrispondere ad ¥, il
punto O’ (o trasforma H, nel punto O’)» se a tutti i punti P di
E, essa fa corrispondere dei punti P’ la cui distanza da O @ infi-
nitesima di ordine #» 4+ 1 almeno.

E facile verificare che la proprietd cos definita per la T @
invarinnte di fronte alle trasformazioui regolari e biuniveche a cui
si pensino sottoposti i piani © e x'.

Sussiste ora il

TEOREMA I. — Coudizione necessaria e sufficiente affinehd
una trasformazione puntusle tra due piani = e =" in un punto O
di © semplice per la jacobiana sia approssimabile fino all’ordine n
mediante una trasformazione cremonians, & che esista in = un ele-
mento lineare H, avente origine in O oche da 7 sia trasformato -
in 0.
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Dimostriamo che la condizione & necessaria: supponiamo per-
tanto che 7' sia approssimabile in O fino alPordine n da una tra-
sformazione cremoniana

el s

7 — & =‘Pl(m: y)/?n(‘”,y)
Y = (m,9) e (2, 9)

- Ora, come & noto, i punti in cei la 7, non & regolare & gquindi
nnivocamente invertibile; sono soltanto quelli che appartengono
alla eurva A jacobiana della rete omaloidica di eurve algebriche

(2) Loy + A+ A, =0

Dalle nostre ipotesi segue che O sia un punto semplice della
eurva A, diverso quindi dai punti base dalla rete; ma & par noto
che la jacobiana A della rete omaloidiea (2) & formata da curve
fondamentali per la rete stessa, ciod da curve tali che punti diversi
di ognuna di esse non impongano condizioni diverse alle curve
della rete e quindi non corrispondano a punti diversi in w’.

Di conseguenza I’FE, di tale jacobiana per O & tale che ogni
suo punto ammette (' come eorrispondente.

Viceversa se esiste mn F, cosiffatto, esso & necessariamente
quello comune a tutti i rami rappresentati, nelle variabili «, y,, da
espresgioni del tipo -

3 m o=yt B ey

e pertanto nella espressione di 7, deve essere
6 = 0

per ogni ¢ <. Allora la conclusione segue immediatamente in
forza dei lemmi premessi.

Accanto al teorema ora dimostrato ne sussiste un secondo il
gnale fornisce nna caratterizzazione della approesimabilitd eremo-
niana fino all'ordine » che  estensione di quella data da M, VILLA e
G. VAONA (%) per » = 2. Sussiste invero il

TEOREMA II. — Coundizione necessaria e sufficiente affinché
una trasformazione puntnale T (tra doe piani © e 7’) nell’intorno
di un punto O di = semplice per la jacobiana sia approssimabile
cremonianamente fino allordine # (= 2) & che la 7! faceia corri-

(®) Cfr, il secondo dei lavori citati in (*).
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spondere alle rette per O’ (trasformato di Q) delle curve aventi in
comune (almeno) uno stesso ¥, di centro O.

Dimostriamo che la condizione & necessaria; invero se T & ore:
monianamente approssimabile fino all’ordine n per il teorema pre-
cedente esiste un E, per O che la T muta in O'; tale &, risulta
essere necessariamente quello comune & tutte le curve (3). Sono
quindi soddisfatte le ipotesi del Lemma II e la T risulta esprimi-
bile come prodotto di una trasformazione regolare e biunivoca e
di una seconda avente lu forma canonica U,; sulla quale il teorema
¢ immediatamente verificabile.

Per dimostrare che la condizione & sufficiente, osserviamo che
tutte le rette di «* per O’ aventi equazioni

ml — l yl
hanno per corrispondenti in w le eurve
(4) @) == X0 2% + 0, 2, Yy + 0 )P+ . .0)

Ora, perché tutte le curve (4) abbiano, al variare di A, lo atesso
FE, in comune in O & necessario che si abbia

6 =0 per i<n

Invero se fosse ¢y ==0 per k < = I’ B, (rettilineo) deflnito da
L = 0 sarebbe chiaramente diverso da quello definito des un qua-
lmenque 2 non nullo.

Sono quindi soddisfatte le ipotesi del Lemma II.

Da quanto preecede, upna verifica analitica immediata prova la
validitd del seguente

COROLLARIO. — 1’ E,_, appartenente all’#, di cui & gue-
stione negli enunciati dei due teoremi precedenti, appartiene alla
jaeohiana di 7.

Pure da quanto precede si deduce la validitd della seguente

OSSERVAZIONE. — Data una trasformazione T fra due piani
m e w’ di eni 8i voglia determinare la approssimabilitd cremoniana
nell intorno di un punto O semplice per la jacobiana, il Teorema II
ora dimostrato fornigce ovviamente il mezzo per dirimere se la 7
sia illimitatamente approssimabile oppure no. Ed in questo secondo
caso fornisce il mezzo per riconoscere quale sia ’ordine massimo
di approssimabilita,
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§ II1. — Condizioni di illimitata apprdsslmabmt.i cremoniana.

Caratterizzata cdsi, in due modi diversi, la approssimabilitd
cremoniana di una trasformazione 7 nell’intorno di O fino ad un
dato ordine n, rimangono da esaminarsi i due casi che si possono
presentare in relazione a tutti i valori ammissibili per n:

1°) il caso in cui 7 sia illimitatamente approssimabile;
2°) il caso in cui esista un massimo ordine dell'intorno di O
in eni la T & cremonianamente approssimabile.

Dedicheremo i prossimi paragrafi IV e V allo studio di gqnesto
gsecondo caso, mentre il presente paragrafo 1II sard dedicato alla
caratterizzazione del 1° caso.

Tale caratterizzazione & fornita dal seguente

TEOREMA JII. — Tutte e sole le trasformazioni puntusli 7
fra due piani = e w’ le quali in un punto O di = semplice per la
jacobiana sono approssimabili eremonianamente fino ad un ordine
comunque alto v gono esprimibili analiticamente nella forma

v =X (=, y)
Y =X (a9 Y (5y)
dove le funzioni X ed Y sono regolari e nulle in O e tali che ivi
non & nullo lo jacobiano

a(x,y)
d(z,y)

Per dimostrare che tutte le trasformazioni 7, sono approssi-

mabili cremonianamente flno ad un ordine v comunque grande, si
osservi che nelle ipotesi poste le equazioni

%X=X(.’t,y)
Y=Y(xy9)

definiscono una trasformazione regolare e biunivoca tra le coppie
di valori #, y ed X, Y. Tale trasformazione & pertanto approssi-
mabile mediante nna trasformazione cremouiana K fino all'ordine v.
Detta ora T} la trasformazione cremoniana

li

r =X
n=|

y=XX

& chiaro che il prodotto K T; approssima 7T, fino all’ordine v,
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E viceversa se T & approssimabile cremonianamente per qua-
langne ordine, devono valere per 7 gualungue le ipotesi dei teo-
remi I e 11 e pertanto nella espressione analitica della trasforma-
zione 7T, devono essere nulli- tutti i coefficienti o). Quindi la T,
assume ’aspetto :

s’m’ =,

ty

’

=ux,-B(x,y)

dove B & una funzione regolare che soddisfa alla condizione

‘é‘yjh, P B

Pertanto 7 & riducibile alla forma T, ponendo
X=wu; Y=DB(x,y)

OSSERVAZIONE. — Dagli sviluppi del presente paragrafo
risulta facile convincersi che il precedente teorema pud essere for-
mulato anche come segue:

Tutte e sole l¢ trasformagioni puntusli tra due piani m e n’ le
quali in un punto O di = semplice per la jacobiana sono approssi-
mabili cremonianamente fino ad un ordine v comunque alto sono
quelle date dal prodotto di una trasformazione regolare e binunivoea
in 0 e di una trasformazione cremonigna non regolare in O.

§ 1IV. — Qruppo di monodromia della T~' guando Ia T ammaette
solo Ilmitata approssimabilita cremoniana,

Sapponiamo ora che esista un massimo ordine dell’ intorno di O
nel quale la 7' sia approssimabile eremonianamente; e sia n tale
ordine. Cid implica che nella’ trasformazione U,

:xg

7’

7, = x
¥ =@y + Yo ¥t
si abbia v, essenzialmente diverso da zero. Supporremo di aver
seelto nel piano w le unitd di misnra (come & gsempre poskibile
fare) in modo che si abbia v, = 1.

La trasformazione inversa 7! fa chiaramente corrispondere ad
un punto P’ dell’intorno di O ¢erti » + 1 punti P, .., P,,, dell’in.
torno di O. Sorge allora immediatamente la questione di determi.
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nare il comportamento di tali punti a! variare di P’ nel piano
{(complesso) . .

- A tal fine costruiremo una opportana trasformazione algebrica
la quale approssimi la 7 data ino ad un ordine #n + m (con m > 0)
comunque grande.

Pertanto riprendiamo la trasformazione U, e riseriviamola met-
tendo in evidenza i termini che contengouo la sola variabile y,
come segue

7

¥ =, :
Y = 2, (¥ + Aa (2, %))+ 2" Do (y,) + [n+m + 1]

dove abbiamo indicato con D, un polinomio di grado m —1 in y, e
con A,(%,Y,) un complesso di termini nelle dne variabili =y, y,

che hanno grado non minore di =.
Operiamo ora la trasformazione regolare e binnivoca

7=

_ § B = T,
? }ya=y9+An(wﬂy9)
ed osserviamo che anche la trasformazione inversa S,~* & chiara-
mente della forma
&y = %y
. . =19+ Aw(25,9,)
dove il simbolo A’y (x,,y,) ha significato analogo ad A,.
“Pertanto la T risulta prodotto della trasformazione regolare e
binnivoca R 8, e della
" ¥ = z,
Y =200+ Ay (5, 0 97 Dily) [0 b m 1]

Consideriamo ora la succession® delle trasformazioni regolari
e biunivoche

U,

- ‘ Fipy = Zig

Si-n =
Yire = Yigr F+ Angiionm-n {(Ligy, Y1)

-& allora chiaro che il prodotto
Zr ~ Sg . 84 as Sr+’

& ancora una trasformazione regolare e biunivoea e che 1a T risulta
dal prodotto B - Y. e della

@ = Ty, :
n+l
Y = 2oy [Yrar+ dayomany (Trpys Yran)] + Y, ., Dy (Yr ) +
+ [ +m41)

Ur+’ =
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e pertanto & sufficiente assumere 'intero + soddisfacente alla limi-
tazione
y>mtl
—na—1

perché si abbia semplicemente

{ .B, = wr+’

Uspy = ?
Yy “xf+z?lr+9+!/,+,+'l'1y +-{.,._,y +(24m41]

T+2

Diciamo ora M, la trasformazione cremoniana che approssima
la trasformazione regolare e biunivoca R-3, fino all’ordine n 4 m,
Posto per semplicith 2.5 == £; y»,y = m avremo che 7 & approssi-
mata fino all’ordine s 4+ m dal prodotto della M, e della trasfor-
mazione algebrioa

o =¢

ly = gn vt 4y 0" FE o Y,
Possiamo dnuque.enunciare il
TEOREMA IV. — Se nell'intorno di uwn punto O, semplice
per la jacobiana, la trasformazione 7 & cremonianamente appros-
simabile soltanto fino all'ordine =, essa & illimitatamente sppros-
simabile ¢on una trasformazione algebrica, la cui inversa fa corri-

spondere ad un punto P’ delYintorno del punto O’ ( corrispondente
pi O) » + 1 punti P, ... P,,, delVintorno di O.

(8)

Consideriamo ora latrasformazione 7-! in un intorno couve-
nientemente limitato <7 di ¢ sul piano complesso 7' ( ciod sull’ ente
quadridimensionale rappresentativo del piano cowmplesso n’) e la
curva trasformata della jacobiana di 7 mediante la 7T stessa, curva
che risulta essere la curva di diramazione della 7,

In relazione alla 7 ed in T ai banno: un sistems fondamentale
I’ di eammini chiusi eircondanti la carva di diramazione; un gruppo
@ generato dalle sostituzioni che si operano sui punm P,
quando P’ percorre i cammini del sistema T,

Similmente consideriamo la funzione algebrica (', y') deflnita
dalla equazione

cers Py,

F(x"yl’.q) =_yl+ml,n+.qn+i + ... +Ym~l -q"l‘l'm =0

Avremo analogamente un sistema di cammini I'* circondanti
la curva di diramagione di v ed un gruppo G* generato dalle-sosti-
~ tuzioni ehe si operano per i cammini di ™ tra quelle n 4 1 deter-
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minazioni della v che tendono a zero quando 2" ed y’ tendono pure
& 7ero,

B chiaro che, data la illimitata approssimabilita della 7T, i
singoli cammini ' e I'* possono assamersi coincidenti e i due
gruppi G e G* risultano avere la stessa strattura.

Ora la_curva di diramazione della 7 si rappresenta facilmente
gnando si osservi che I’equazione della jucobinna & data da

J = Y =+ (+1)Vv+..= 0!
am |
¢ di qui e dalle equazioni (6) s8i ba la rappresentazione che si cerca.
Tale curva di diramazione per x = 2 possieds nna euspide ordinaria
e per » > 2 un ramo superlineare ordinario di ordiue n (e classe
uno) essendo la sua rappresentazione parametrica in questo caso
data dalle formule

j#=—(n+ )" +...
ly = —nwtt 4

B ora facile vedere che la funzione algebrica 1 (¢, ¥’) rientra
in una classe di fouziomi il cui eomportamento & stato complets-
mente determinato ("); infatti la equazione F = O nello spazio in
cui &/, v’ ed 1 sono coordiunte cartesiane di punto rappresenta una
superficie algebrica avente nell’origine un punto semplice ed un
contatto (n + 1)-punto con ’asse delle 7. In conseguenza di noti
risuitati quindi il gruppo di permutazioni in esame & il groppo
totale, in quanto contiene (almeno) tutti gli scambi ehe legano una
determinazione & tutte le altre.

Possiamo pertanto enunciare il

TEOREMA V. — Se la T & approssimabile eremonianamente
nell’intorno di O soltanto fino allordine =, il gruppo di mono-
dromin della 7' nell'intorno di O’ & il gruppo totale.

§ V. — Determinazione di una trasformazione approssimante ra-
zionale di indici minimi. '

Se ora ci si domanda di approssimare nel caso in esame la
trasformazione 7 fino ad un ordine » 4 m comungue grande con

(?) Cfr. C. F. MaNARA, La rappresentnzione aralitica di una funzione
algebrica di due variabili nell’intorno At una singolaritd ordinaria della
sua curoa di diramasione, « Rend. Ist. Lombardo », Vol. 78.
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nna trasformazione algebrica & chiaro obe i valori minimi degli -
indici di questa devono essere 1 ed # + 1.

Si presents quindi il problema di determinare la pilt semplice
tragformazione algebrica cosiffatta e di costruirla effettivamente;
entrambi i problemi verranno qui risolti, e precisamente con la
costrnzione di una trasformazione razionale (1, » 4 1), risultato che
costituisce la pill ovvia generalizzazione del teorema pid volte
citato secondo il quale una trasformazione regolare e biunivoea &
approssimabile fino ad un ordine prefissato da una trasformazione
cremoniana, ciod (1, 1).

Ors abbiamo visto nel precedente paragrafo che nelle ipotesi
poste la trasformazione T pud essere approssimata fino all’ordine
2 + m comunque alto dal prodotto di una trasformazione eremo-
niana M, e dellia trasformazione

o=t
y = :’; v 4 pntt + 7 7']”+.+~-0Ym—l e

Pertanto il nostro problemas sara risolto se rinsciremo ad appros-
simare la V fino all’ordine » 4+ m col prodotto di nna trasforma-
zioue regolare Z e di una trasformazione raziomale V, di indiei
(1,2 4~ 1). Invero, detta Z, la trasformazione cremoniana che appro-
gsima Z fino allordine n 4 m, la T sari approssimata fino allo stesso
ordiue dal prodotto M,.Z, V,.

Fissiamo quindi una trasformazione regolare e biunivoca

W= ’él =% ( 1
! im =0-{l+rnt . a7

la eai inversa & pure regolare e biunivoca, del tipo
ﬁ =g
N =1+ 5048+ ...

Si verifica che la ¥V pud essere sarltta come prodotto della W,
e della trasformazione seguente

¥ == g

|y =ann +aand 4.+ 02 {145 ¥, )
dove a,,, &, ..., &, 8ono funzioni regolari di £, nulle per £, =0
e ¥, & pure una fanzione regolare di w,.

R ora possibile fissare la successione di trasformazioni regolari
e biunivoche

Vi=

&5, 1
:{ P = Ty 1+E i_l(“ﬂi-));"-*—l
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e sia Z il prodotto

Z=W, W,..W,

che ancora ¢ una trasformazioune regolare e biunivaca.
Ora 8i vede che la V pad scriversi come prodotto della Z e

della trasformazione seguente

’ b
X = z,

Y o= o+ gt e LY, ()

Pertanto bastas sssumere & = m perchd si abbia

o =

Alr

]

V;E
Y =, Mt &+ oo+ 0 4 [+ m+ 1]

"dove ancora le oy sono funzioni regolari di ¢, nulle per £ = 0.
Ors 1a trasformazione V¥V, & manifestaments approssimabile fino
all’ordine n 4+ m dalla trasformazione razionale ¥V, data dalle

2 = £,

6) VPE% / 5 5 .2 5+
Zi=é’1ﬂa+t-"gm +-t-+'ﬂa

essendo B; il polinomio che 8i oftiene dalla «;, trascurando i termini
di grado maggiore di n 4+ m — ¢.
Possiamo pertanto ecouncludere con il

TEOREMA VI, — Se la trasformazione 7' nell’intorno di un
punto O semplice per la jacobiana & approssimabile cremoniana-
mente fino all’ordine » & non oletra essa & approssimabile fino ad
un ordine n + m prefissato comungne grande da upa trasformazione
algebrica razionale (1, + 1).

OSSERVAZIONE. — La dimostrazione del precedente teorewa
® stata oftenuta per mezzo di una effettiva costruzione, eon che,
come abbiamo aacennnto,' sono sfati risolti contemporanesmente
-due problemi: quello di dimostrare la esistenza di upa trasforma-
zione algebrica razionale avente i minimi indici ed approssimaante
illimitatamente la 7" ¢ quello di costruirla effettivatnente,

Milano, Marzo 1951.






