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§ l. -- Introduzione. 

La pn~sente Nota è dedicllta allo studio del comportamento 
delle trasformazioni analitiche regolari tra due piani 1t e 7t' nel· 
l'intorno di Ql'dine qualunque di Ull punto O di 1t che sia semplice 
per la curva. jacobiana, con particolare riguardo al caso cremoniano. 

Precisamente si esprimono anzitutto in due modi diversi le 
condizioni ue(:essarie e sufficieuti affillchè una trasformazione T 
Bia appro8simn.bile .fino aù un ordine n preflssa.to da una. trasfor­
lllRzioue el'emolliana, Bell'intorno di uu pUlito O cosiffatto (§ II). In 
particolare poi ijj caratterizzano le t.rasformazioni ehe sono appros­
simabili crcmouiallameute uno aù un ordine qualunque (§ 111). Infiue 
Bi studia il comportamento di una. trasformazione che sia appl'os­
simabile cl'emoni.linamente fino ad UH ordine n e nOli oltre, dimo­
strando in particolare che" essa. è apPl'ossiu)abile tino ad un ordine 
·n + m comunque grande da naa trasformazione razionale di indici 
(l, n+l)(§§ IV e V). • 

Tra gli A.utori che si SOIlO occupati dell'argomento ricordialllo 
in modo particolare E. BOMPIANI (') che ha iniziato lo studio delle 
corrispondenze tra due piani 1t e Te' . nell' intol'no dei punti della 
jacobian8 (appartenente a 1t') dal puuto di vista della Geometria 
proiettiva differenziale ~ )'1. VILLA F) elle ba assegnato le condi­
zioni necessarie e sufficienti affincbè una trasformazione, nell'in­
tonlO di un tale punto, sia approssimabile cl'emonianamente tino 
all' ordine ~. 

('l Cfr. E. BOMPIANI, COT'rispondtJn~a puntuale fra piam proiettivi; 
esami delle ja~obiane, «Atti Ace. d'Italia »), Vol. 14°, Fase. 2. 

(2.J Cfr. M. Vn.LA, Sulle trasforma:iioni puntuali in una coppia a 
jacobiano nullo nel caso cremoniano, «Rend: Lincei», (8) Val. 2°, (1947). 

M. VILLA e G. VAONA, Sul caso cremoniano delle trasforma3ioni pun­
tuali tra due piani o spazii, «Boll. UMI »), Serie III, Anno V, (1950). 
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Qui ci varremo sostanzialmente del teorema in base al quale 

ogni tra.sformazione puntuale regolare tra due piaoi 1t e 1t', nell'in­
torno di una coppia di punti corrispondenti O ed O' cbe sia nna 
ooppia di regolarità, è approssimabile cremoniBllamente fino ad un 
ordine .. qualunque pretlssato ('). 

Or" poicbè questo teorema ba validità "ncbe per le trasform,,· 
zioni che intercedono fra i due spazii Sr ed B/ aventi un numero 
qualuoque t' di dimensioni CI), avvertiamo che sarebbe facile dare 
di molti risultati qui conseguiti una formulttzione che sia valida 
per tali spazii. Tuttavia, rimettendo ad altra occasione la genera­
lizzazione in questo sellSO dei risultati presenti, abbiamo preferito 
approfondire lo studio del caso piano, affinchè il Buperamento delle 
sostanziali difficoltà ohe qui si presentano possa servire per effet· 
tivi progre8si nella ricerche sullo stesso argomento o su argomenti 
analogbi. 

§ IL - Condizioni di approssimabilltà cremoniana fiDO ad IlO dato 

ordine. 

Sia dunque T una trasformazione analitica tra due piani: 1t' 

riferito a coordinate cartesiaoe x, y e 1t' rHerit.o a coordinate car­
tesiane x', y'. Scelte le origini O ed O' delle coordinate nei due 
piani in due punti cOl'risponrlenti, pooiamo che le coordinate di 
un punto P' dell'intorno di O' SIano funzioni regolari di quelle 
di P Jll'lI'ilitorno di O. Allora le espressioni di '1J daraono 00',11' 
media nte sede di potenze intere e positive delle variabili :», '!J con· 
vergenti in un opportuno intorno dei valod x ~ y = O, e pertanto 
f\vrauuo la forma 

In tutta la presente trattazione snpporl'emo che O sia un punto 
semplice della curva jacohiana di T, cioè della curva J clIC si 

(3) Cfr. B. SEGRE, CO,.rr:spofl,defl,~e analitiehe e trasJo,.ma~roni cremo­
nt"afl,e, «Annali di Matern.», Serie IV, vol. 28°. 

C. F. MANARA, Approasima.ione delle tra8form(u~'oni puntuali rego~ 

lari mediante trasforma.ioni cremont"ane, « Rend. Lincei", Serie VII, 
volume 8°. 

(') Cfr. C. F. MANARA, loc. cil. in ('). 
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rappreseuta uguagliando a zero il determinante jacobiano delle 
funzioni x' ed y' rispetto alle variabili $, y 

J=)à(iV',U=O( 
/ à (x, Y I \ 

determinante che supporremo non identicamente nullo, come av­
vieue se T è genericamente invertibile. 

Allora è noto (5) che con scelta opportuna dei riferimenti nei 
pi~ni 1t' e 1t' le equazioni deUa T possono essere poste nella forma 

T = j x' = x + a" x' + alI iV Y + a" y' + [3] 

l1l = b" x' + bll x y + b" y' + [3] 

dove, come al solito, qui e nel seguito convenialll~ di indicare col 
simbolo [n] nna serie di potenze intere e positive i cui termini 
hanno gra.do (com plessivo) non minore di n. 

Operiamo ora ilei piano 1t la. trasformazione regolare e biuni­
vocamente illvertibile nell' intorno dei valori x = y =-= O 

_) x, = x + a" x'. + allllJ y + a" y' + [3]
R,= 

. y, = y 

Allora la T si presenta come prodotto della R, e di una tra.forma­
zione TI avente la forma analitica 

(1) 

Le note propl'iet.à elementari dei determinanti jacobiaui aSBi­
curano che O rimane punto semplice per la jacobia,nR della trasfor· 
mazione T) data dalla (1), jacobiana cbe, nelle varia.bili x" YIl è 
rappresentata. dall'equazione molto semplice 

Oi di~penseremo in segnito dal ripetere le ovvie e rouòRmeutali 
osservazioni analoghe Q queE;ta ogni volta cbe ci capiterà di ope­
rare sul piano 1t delle tra,sformazioni regolari e bìonivocamente 
inverUbili nell'intorno di O, trasformazioni cbe diremo brevemente 
regolari e binnivoche in O. 

. (') Cfr. M. VILLA e G. VAONA nel oecondo dei lavori citali in ('). 
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8nssiste ora il 

LEMMA L - La T è appl'o,simabile cremoniarmmente lino 
all'ordine n quando la. TI è esprimibile come prodotto di nna tra­
Bfor~nazione regolare e biunivoca R! 

l�X2 = (ll, (:1'1' Yl)�
R,= 

Y, = Y, (x" y,) 

e di una trasformazione U2 avente la forma canonica 
1 

1'X =X2 

U, - y' = x, Y, + [n + 1] 

Ed infatti la tra,formazione R data d..1 prodotto delle due 
regolari e biUllivocbe BI ed R 2 • 

R = R,. R, 

è ancora regolare e biunivoca e pertanto è approssimahile fino 
all'ordine n da una trasformazionr cremolliana H. Si dica ora K 
la trasformazione eremonisna 

~== lx' = "'. 

?y' = Z, Y2 

~ allora chia.ro che la' trasformazione cremoniana data dal 
prodotto H· K approssima la T lino all'ordine ". 

Supponiamo ol'a cbe nella espressione analitica della T, data 
dalle (1) si abbia 

COi ::..--::: O per ogni i:::;' n 

Allora la TI acquista la forma particolal'e U1 data da 

U ~. 
i x' ~ "i, 

,-- !y' = X,, B(x" Y,) + y,'+'Q(y,) 

dove Q è una funzione regolare di Yl e B nna fu~zione pure rego­
lare delle variabili Xl' YI che soddisfa alla condizione fondamentale 

G~ t-y,-O =F O 

nece8saria percbè la curva jacobians della trasformazione abbia in 
O nn punto semplice. come abbiamo espressamente supposto. Questa 
condizione assicura. che la trasformazione 't" definita dalle formule 
segnenti 
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è regolare e biunivoca insieme con lo. Bua inversa 

Pertanto T si presenta come prodotto della B} T e della trasforma­
zione 

\;:: ::y, + (-J ("',.y,) [a(",,,y,)j"+' = "', y, + l"+1] 

dove H è una funzione delle due variabili m?! Y2 regolare per 
;\l,! = Y"!. = O. Quindi la' trasformazione'! Bopra definita moltiplicata 
per una trasformazione avente lo. forma canonica U2 dà la T; pos~ 

sio.mo pertanto enunciare il 

LEMMA IL - La T è approssimabile cremonianamente fino 
all' ordine ,'" se uellJ\ espressione analitica. della trasformazione TI 
sono verificate le cOJJrlizioni 

OOi = O per i < ti 

In vero abbiamo visto che la T può essere espreRsa come pro~ 

dotto di una trasformazione regolare e biunivoca e di una seconda 
avente lo. forma canonica U!, ed allora la conclusione segne in forza 
del Lemma L 

Assumialllo ora nel' piano n' come infinitesimo principale la. 
distanza dall'origine eli un punto che corrisponde ad un punto geo 
fttlrioo di 7t il quale sta nell' intorno di primo ordine di O, e sia 
E n un elemento liueare di curva in 7t per O. 

Possiamo dire bl'evem{'lllte che .18 T fa corriilpondere ad E", il 
pnnto O' (O trasforma E n nel punto O')>> se a tutti i punti P di 
E1~ essa fa corrispondere dei punti P' lo. cu'i distaDza., da O' è in1f· 
nitesima di ordine n + l almeno. 

]); facile verificare che la proprietà cosI definita pel' la T è 
iuvarisute di fronte alle trasformazioni regolari e binDi voebe. a cui 
si pensino sott.oposti i piani 7t e 1t'. 

Susaiste ora il 

TEOREMA J. - Condizione neces8aria e sufficiente affincbè 
una trasformazione pnntuale tra due piani 7t e 1t' in un punto O 
di 7t semplice per lo. jacobiaua sia appro8simabile fino all'ordine n 
mediante una trasformazione eremoniana, è che esista in 7t un ele~ 

mento li neare B", avente origine in O che da T sia trasformato' 
In O'. 
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Dimostriamo cbe lo. condizione è ne(';e8saria: supponiamo per· 
tanto che T sia approssimabile in O fino all'ordine n da una tra­
sformazione cremoniana 

\ re' = 'l', (re, Y)/'l'o (al, y) 

~o == l y' = 'p, (re, y) / 'l'o (re, y) 

Ora, come è noto, i punti in cui l~ To non è regola.re e quindi 
Dnivocameute invertibile, Bono soltanto quelli che appartengono 
alla curva A jacobiana della rete omaloidica di cnrve algebricbe 

(2) 

Dalle nostre· ipotesi segue che O sia nn punto semplice della 
curva A, diverso quindi dai punti base dalla rete; lI~a è por noto 
che la jaèobiana A della rete omaloidica (2) è formata da cnrve 
fondamentali per la rete stessa, cioè da curve tali che ponti diversi 
di ognuna di esBe non impongano condizioni diverse alle curve 
della rete e quindi Don corrispondano 8 punti diversi in 1t'. 

Di consegnenza l'E. di tale jacobiana per O è tale che ogni 
BOO punto ammette ()' come corrispondente. 

Viceversa se esiste un E" cosiffatto. eS80 è necessariamente 
quello comune a tutti i rami rappresentati, nelle variabili mi Yu da. 
espressioni del tipo 

~ 

n +1(3)� XI = Yl ~ Ài ' Yl i 

i=O 

e pertanto nella espressione di TI deve essere 

OOi = O 

per ogni i <n. Allora lo. conclusione segue immediatamentt' in 
fo~za dei lemmi premessi. 

Accanto al teorema ora dimostrato ne sussiste nn secondo il 
quale for':lisce una caratterizzazione della approBBimabilità cremo­
niana fino all'ordine" cbe è estensione di quella data da M. VILLA e 
G. VAONA (0) per" = 2. Snssiste� in vero il 

TEOREMAII.-Vondizionenec.es.aria e snfflciente affillcbè 
una trasformazione puntuale T (tra dne piani 7t e 1t") nell'intorno 
di un pnnto O di " semplice per I.. jacobiana sia approssimabile 
cremoniauamente fino all'ordine ti (> ~) è 'che lo. T-l faccia corri­

(') Cfr, il secondo dei lavori citati in ('l. 
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.pondere alle retle per O' (lrasformato di O) delle cnrve aventi in 
comune (almeno) uno stesso E'n di centro O. 

Dimostriamo che la condizione è necessaria; invero 8.e T è ere· 
monianamente approssimabile fino alPoròine 11 per il teorema pre· 
cedente esisle nn E n per O cbe la T mnla in 0'; tale E n risnIla 
essere necessariamente quello comune a tutte le curve (3). Sono 
quindi sodrlisfatte le ipotesi del Lemma II e la. T risulta esprimi- _ 
bile 60me prodotto di una trasformazione regolare e binnivoca e 
di una seconda avente la formI' canonica Ut ; Bulla qUR.le il teorema 
è immediatamente verificabill". 

Per dimostrare che Ja condizione è Buffieiente1 osserviamo che 
tutte le rette di '1t' per O; aveuti equazioni 

x' = Ày' 

hanno per corrispondenti in 1t le curve 

(4) 

Ora, perehè tutte le curve (4) abbiano, al variare di À, lo etesso� 
E'l in comune in O è necessario che si abbia� 

00i = O per i < n 

Invero se fosse c" =l= O per k <" l'En (retlilineo.l definito da 
l = O sarebbe chiaramente diverso da quello definito da un qua­
lunque À non Dullo. 

Sono qnindi soddisfatte le ipotesi del Lemma II. 
Da quanto precede, una verifica analitica immediata prova. la 

validità del .eguenle 

COROLLARIO. - L'E'_I apparlenente all' E n di cni è qne­
stione negli enunciati dei due teoremi precedenti, appartiene alla 
jaeo~iana di T. 

Pnre da quanto precede si deduce la validità della segnente 

OSSERVAZIONE. - Dala una trasformazione T fra dne piani 
1t' e 'lt~ di cui si voglia. detel'minare la approssimabilità cremonianB 
nell'intorno di un pnnto O semplice per la jacobiana, il Teorema II 
ora dimostrato fornisce ovviamente il mezzo per dirimere se la T 
si& illimitatamente approssimabile oppure no. Ed in questo secondo 
o~so fornisoe il mezzo per riconoscere quale sia l'ordine maBsimo 
di approssimabilità. 
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§ III. - Con,dlzlonl di IIl1mitBtB BpprosslmBbilltiì cremonlBnB. 

Caratterizzata cos1, in due modi diversi, la appro8simabilità 
cremoniana di una trasformazione T nell' intorno di O fino ad nn 
dato ordine n, rimangono da esaminarsi i due casi che sì possono 
presentare in relazione a tutti i valorI ammissibili -per n: 

1°) il caso in cui T sia illimitatamente approssimabile; 
~") il caso in cni esista nn massimo ordine dell'intorno di O 

in coi la T è cremonianamente approssimabile, 
Dedicheremo i prossimi paragrafi IV e Vallo st,udio di qnesto 

secondo caso, mentre il presente paragrafo 111 sarà lled.icato alla 
caratterizzazione dello caso. 

Tale caratteri~zazione è fornita dal 8~guente 

TEOREMA Hl. - Tutte e sole le trasformazioni pnntuali T 
fra due piani 7t e 7t' le quali in un punto O di 1t semplice per la 
jacobiaua sono approssimabili crelllOuiallamente tino ad Ull ordine 
comunque alto 8000 esprimibili analiticamente nella forma1) 

I�x' = X (x, y)� 

T, = ,y' = X (x, y) . y ex, y) 

dove le fllllzioni X ed Y BOllO regolal'Ì e nulle in O e tali che j vi 
uou è Ilullo lo jacobillllo 

d (X, y) 

d ex, y) 

Per dimostrare che tatte le trasformazioni Te SOli o approssi­
mabili cremonianamente fino ad un ordine 1) cOJDunque grande, si 
osservi ohe nelle ipotesi poste le equazioui 

\ X= X(x, y) 

(y= Y(x, y) 

definiscono una trasformazione regolare e biunivoca tra le coppie 
di valori x, y ed X, Y. TlIle trllsfol'mazione è pertanto appl'oasi­
mabile mediante rina trasformazione cremoniaus K fill'o all'ordine 1). 

Detta ora Tk la trasformazione cremoniaDR 

T. '" x' = XI
y' = X· Y 

è chiaro che il prodotto K T. approssima T, tino alI' ordiue v. 



-11­

E viceversa se T è approssimabile cremonianameote per qua· 
lunqne orc1iop, devono valere per n qualunque le ipotesi dei teo­
remi I e Il e pertanto nella espressione analitica della trasforma­
zione TI devono esse,'e nulli· tutti i coefficienti COl_ Quindi lo. 'TI 
assume l'aspetto 

j x' ::-.:: Xl 

ì y' = X, . B (x" y,) 

dove B è un"a funzione regolare che soddisfa alla condizione 

Pertanto T è riducibile alla forma Tc ponendo 

X=X,; Y=B(x"y,) 

OSSERVAZIONE. - Dagli .sviluppi òel presente paragrafo 
risulta facile convincersi ebe il precedente teorema può e8sere foro 
mulato anche come segne: . 

"Tutte e Bole le trasformazioni puntuali tra (lue piani 1f e n' le 
quali in un punto O di 1t semplice per lo. jacobiana Bono appr08Bi~ 

Inabili cremonianamente fino ad uo ol'dioe \I comunque alto SOllO 

quelle rlate dal prodotto di una trasformazione rPgolare e biunivoca 
in O e di una trnsformAzion~ cremoniaua nOli regolare in O. 

§ IV. - Oruppo di monodromla del1a T-I quando /a T ammette 

solo IlmJtata approssimabJ1ità cremoniana. 

Supponiamo Ol'a che e"sista un massimo ord~ne dell' i.ntorno di O 
nel quale Ja T sia apPl'ossimabile cremonianameute; e sia n tale 
ordine. Oiò implica che nella" trasformazione U! 

'·'=x' 
2- ,_ n+iU,=

l y - "" y, + Y, y, + ... 
si abbia "(o essenzialmente di verso da zero. Supporremo di aver 
scelto nel piano 1t le unità di misnra. (come è sempre poa!3ibile 
fare) in modo ehe si abbia Yo = l. 

La trasformazione inversa T-i fa chiaramente corrispondere ad 
nn punto P' dell' intorno di O' certi n + 1 punti P 1 ... P n + 1 dell' in· 
torno di O. Sorge allora immediatamente la questione di determi· 
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nare il comportamento di tali punti a' variare di pl Del piano 
( com plesso) 7t'. 

A tal fine costruiremo una opportnna trasformazione algebrica 
la quale approssimi la T data fluo ad un ordine n + m (con m > O) 
comunque grande. 

Pertanto riprendiamo la trasformazione U't e riseriviamola met­
tendo in evidenza i ~el'mini che contengouo la sola variabile Yt 
come segue 

la/ = x, 
U. = \ 

• -,y' = x, [y,'+ An(x"y,)] + y,n+' D,(y,) + ln+m + l] 

dove abbiamo indicato con Do un polinomio di grado m - l in y~ e 
con An (,1)" y,) un I,omplesso di termini nelle rine variabili Xl l Y't 
che hanno grado uon minore di 11. 

Operiamo ora. la trasformazione regolare e biunivoco. 

_ ~ .213 = :v~ 

S, = \ y, = y, + An (x" y,) 

ed osserviamo che anche lA trasformazione i Ilversa Sa-1 è chiara­
mente della forma Ix, = x,� 

Y! = Y3+ A'.. (X3'Y~)
 

dove il simbolo A'n ("'"Y3) ha significato ar",lo~o ad An . 
. Pertanto la T riBulta prodotto della trasformazione regolare e 

biunivoca R S. e della 

~ (D' = :1:.3
U.� = . 
. -I y' = "'3 [Y3 + A'n _ l (x" Y.)] + y,n+i D, (Y3) + [n 1- m + Il 

Consideriamo ora la successionE"" delle trasforma,zioni regolari 
e biunivoche 

l Xi+J = Xi+l .� 
S,+. =o I� 

Y'+2 = Yi+l + A"+li_l)(n_l) (:1:"+1' Yi+l) 

è allora cbiaro cbe il prodotto 

~r ::;::: 83 • 84 ••• ST+' 

è ancora Dna trasformazione regolare e biunivoca e che la T risnlta 
dal prodotto R' ~. e della 

la/ = ""+3� . 
n+' 

y' = X TH [Y,,+s + A",+T(n_ll (Xr+l , !/r+s)] + Yl'+2 Dr (Y"+I) + 
+ [n + m + l] 
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e pertanto è sufficiente assumere 1'intero t" soddisfacente alla limi­
tazione 

percbè si abbia semplicemente 

Diciamo ora Mc lo. trasformazione cremolliana che approssima 
lo. trasfOl'mazione regolare e biunivoca R· ~r fino all'ordine n + m. 
Pasto per semplicità xr +' ::..= ~; Yr+J = Il avremo cbe '!' è approssi­
mata fino all'ordine .. + m dal prodotto della ilI, e della tra,for­
mazione algebrioa 

ix' = ~ 
(5)� 

i y' = ~'r] + TlB +i + II Iltl +2 + ... + Ym-1 "iJtI+m� 

Possiamo dunque enunciare il 

TEOREMA IV. - Se nell' intorno di un pnnto O, semplice 
per lo. jacobiana, la trasformazione T è cremonianamente apprOB­
simabile soltanto fino all'ordine n, essa è illimitatamente approso. 
simabile con UDa trasformazione algebrica, la. cui inversa fa corri­

,pondere ad un punto P' dell' intorno del punto O' (corri'pondente 
pi O) .. + l punti P, ... P'+l dell' intorno di O. 

Cousidel'Ì8~o ora lo. ;trasformaziooe T-i in nn intorno conve· 

nientemente limitato ..9"'di O' sul piano comple.s8o 1t' (cioè Bull' ente 
quadddimen,ionale l'I'ppre,entutivo del piano compleseo ,,') e la 
curva trasformata della jacobiana di T mediante Ja T stessa, curva 
che risulta essere la curva di diramazione della P-l, 

Iu relazione alla T ed in STei banno: un sietema fondamentale 
r di cammini f?hiusi circondanti la. curva. di diramazione; un gruppo 
G generato dalle sostituzioni che si operano Bui punti P" ••• , Pn+l 
quando P' percorre i cammini del si8tema r. 

Similmente con'idcriamo la fUllzione algebrica '1 (z', 11') definita 
dalla equazione 

F(af, y', li) = - y' + Ili li + li'+< + ... + Y.._I lI'+" = O 

Avremo analogamente un sistema' di csmmini r* circondanti 
la curva di diramazione di li ed un grnppo O. generato dalle',osti­

, tuzioni cbe ei operano per i cammini di r. tra qnelle IO + l deter­
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llltna.ioni dena YJ cbe tendono a .ero quando "" ed y' tendono pure 
a zero. 

È chiaro che, data ]a illimitata approaaimahilità dena T, i 
singoli cammini r e r* possono assumersi coincidenti e i due 
groppi G e G* l'isuftano aVeI;e la stessa struttura. 

Ora )a:cul'va di diramazione della T si rappresenta facilmente 
quando ai oaael'vi che l'equazione dena jacobiana è data da 

h", H~ = "" + (n + 1) YJn + ... = O! 

e di qui e dalle equazioni (5) si ba la rappresentazione che si cerca. 
Tale curva. di diramazione per n=-2 possiede una cuspide orùinaria 
e per n> 2 un ra.mo 8upel'lineare ordinario di ordine n (e classe 
uno) essendo lo. sua rappresentazione pa.l'ametrica in questo caso 
data dane formnle 

\ x' =, - (n + 1) ,," + ... 
~ y' = - n lll>+l + ... 

È ora facile vedere che la funzione algebrica 1) (x', y') rientra 
in una classe di funzioni il cui comportamento è stato òomplet.a­
m~nte determinato e); infatti lo. equazione li' = O nello spazio in 
cui (1;', y' ed. '11 sono coordinate cartesiane di punto rappresenta una 
superficie algebrica aveute nell'origine un pqnto semplice ed U11 

contatto (n + lì - pnnto con l' aaae delle YJ. In conseguen.a di noti 
risultati quindi il gruppo di permutazioni in esame è il gruppo 
totale, in quanto contiene (almeno) tutti gli scambi che legaLlo Ulla 

determinazione a tutte le altre. 
Possiamo pertanto enunciare il 

TEOREMA V. - Se la T è approssimabile cremonianamente 
nell'intorno di O soltanto flno alPordine n, il gruppo di wono­
dromia dena T-' nell'intorno di O' è il gruppo totale. 

§ V. - DetermInazione di una trasformazione approssimante rB.­
zlonale di Indici minimi. 

Se ora ci Bi domanda di approssimare ileI caso in esame lo. 
trasformazione T flno ad un ordine n + m comuuque grande con 

(') Cfr. C. F. MANA.RA, La rapp.,.e8enta~ioneanalitiea di una /un:fione 
algebrica di due variabili nell' intorno dr; una singolarità ordinaria della 
8ua curDa di dirama3ione~ « Rend. 1st. Lombardo », Vol. 78. 
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Una trasforma.zione algebrica è chiaro ohe i valori minimi degli­
indici di questa devono essere 1 ed ti + 1. 

Si presenta qnindi il problema di determinare la più semplice 
trasformazione algebrica cosiffat.ta e di eOBtl'uirla effettivamente; 
entrambi i problemi verranno qui risolti, e precisamente con la 
costruzione di una trasformazIone razionale (1, n + 1), risultato che 
costituisce la più ovvia generalizzazione del teorema più volte 
citato secondo il quaie una. trasformazione regolare e biunivoca è 
approBBimabile fino ad un ordine prefissato da una trasformazione 
cremoniana, cioè (1, 1). 

Ora abbiamo visto nel precedente paragrafo cbe nane ipotesi 
poste la trasformazione T può essere approssimata fino all' ordine 
n + 1n comunque Rito dal pl'odotto di una trasformazione cremo· 
niana Mc e della trasformazione 

"" =; .. 
V == ly' = ; ~ + 11"+' + "(I ~"+I + ooo"(m_l lI"+m 

Pertanto il nostro problema sarà risolto se l'insciremo ad appros­
simare la V fino aH' ordine n + In col prodotto di nna trasforma­
zione regolare Z e dì Ilna trasformazione" razionale V? di indici 
(1, n + I). lnvero, detta Zo la trasformazione cremoniana. che appro­
Bima Z flno all'ordine n + m, la. T sarà approssimata fino allo stesso 
orlline dal prodotto Jf•. Z. Vp o 

Fissiamo quindi una trasformazione regolare e biunivoca 

!;, = ; l 

W, = \ li, = 11 o( 1 +"(, ~ + 0'0 "(m_, ~m-l)"+1 

la cui inversa è pure regolare e biuni voca, del tipo 

l;=;, . 
W- 1 = 
,- 11 = li, +"D,li,'+"0,11.3 + ... 

8i veritlca cbe la V pnò essere scritta come prodotto della Wl 
e della trasformazione segnente 

_ / x' o~ ;,

V,=, . ly' = alI 111 + eta 'rJ)2 + ... + 1J1t'J+! II + ~l lf'l h'h) 

dove all' 0:211 .• " afl,l sono funzioni regolari di ~I nulle per ';1 = O 
e lf'l è pure llna fnnzione regolare di Y}I' 

È ora possibile fissare la snccessione di trasformazioni regolari 
e biunivoche 

~i = ~'-l l 
Wi == ('- I In + 1 
" l

,
"t1i = 'Jìi_l l, l + ~i-l lf'i_l (Ili_l) ~ 
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e sla Z il prodotto 

Z= Wl W, ... W. 

che BllCOra. è una. trasformaziolle regolare e biunivoca." 
Ora si vede che la V può 3cri versi come prodotto della Z e 

della tra8forruazion6 seguente 

. Vs == , x: = ~8 + •+ + J 1 + ,. '" ( ) l' 
~ y .= al" "l1, iXl!~ "(I" ••• 1l~

fa+l 
( 'io' I, ,11., _ 

Pertanto basta assumere, > m percbè si abbia 

Vs =, l'''' = =.­
y' = IXI' '11, + et!, 'iìl + ... + l1,n+l --l [n + m + l] 

. dove ancora le "u sono funzioni regolari di ~8 llulle per ~ = O. 
Ora la. trasformazione V. è manifestamente approBBimabile fino 

all'ordine n + m dalla trasformazione l'azionala Vp data dalle 

(6) 

essendo ~j il polinomio che si ottiene dallo. !Xi, trascurando i termini 
di grado maggiore di n + n~ - i. 

Possiamo pertanto concludere con il 

TEOREMA. VI. - Se lo trasformozione l' nell' iutorno di un 
punto O semplioe per la jocobiana. è approssiwabile cremoniana.. 
mente tlno all'ordine 7l e non oltre essa è apPl'ossimabile fino ad 
un ordine n + m prefissato eomunqn6 grande da UDa trasformazione 
algebrica razionale (l,,, + l), 

OSSERVAZIONE. - La dimostrazione dei precedente teorema 
è stata ottenuta per mezzo di una effetti va costruzione, con che, 
come abbiamo accennato,' 8ono stati risolti contemporaneamente 
due problemi: quello di dimostrare la esistenza di una trasforma­
zione algebrica razionale avente i minimi indici ed Rppro88imante 

illimitfttamente la T e quello di costruiI'la effettivamente. 

Milano, Marzo 1951. 




